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Resumo— Um problema de projeto de observadores para sistemas descritores com requisito de condiciona-
mento numérico, a partir de resultados anteriores que garantem o calculo de observadores com desacoplamento
de perturbagoes externas, é considerado. O requisito de condicionamento numérico tem o objetivo de minimizar
o nimero de condi¢do de uma matriz nao singular envolvida no cédlculo de matrizes estruturais do observador.
Mostra-se, portanto, que o requisito de condicionamento numérico pode ser obtido apds a escolha de uma
solucdo prévia para o observador desacoplado de perturbacdo, sem alterar o posicionamento original dos pdlos,
nem propriedades do tipo entrada-saida do sistema que descreve os erros de estimacao e observagao associados
ao observador.

Palavras-chaves— Sistemas descritores, Observadores, Equagao de Sylvester, Minimizacdo de Numero
de Condigao, Posicionamento de Autoestrutura.

Abstract— From previous results on disturbance decoupled observers design, an observer design problem
for descriptor systems with an additional numerical conditioning requirement is considered. The numerical
conditioning requirement is related to a nonsingular matrix that is required to be inverted for state estimation
purposes. Therefore it is shown that, since chosen a previous solution for the disturbance decoupled observer,
the numerical conditioning requirement can be obtained, without the changing of original eigenvalues assignment

none input-output type properties of error system associated to the observer.

Keywords— Descriptor Systems, Observers, Sylvester’s equation, Minimizing Condition Number, Eigenstruc-

ture assignment.

1 Introducao

O problema de projeto de observadores com desa-
coplamento de perturbacoes, para fins de imple-
mentagao de uma lei de controle de realimentagao
de estados, tem sido extensivamente estudado na
literatura técnica e cientifica, como por exemplo
em (Johnson, 1975) (Bhattacharyya, 1978) (Hou
and Muller, 1992) (Syrmos, 1993) (Chen and Pat-
ton, 1999). Entretanto, seus resultados sado des-
tinados a sistemas lineares cléssicos, que consis-
tem de um conjunto de equagoes diferenciais or-
dinérias.

Para sistemas descritores, que sao compos-
tos por equacgoes diferenciais e equagoes algébri-
cas, para os quais algumas condigoes estruturais
adicionais devem ser verificadas, o problema de
projeto de observadores desacoplados de pertur-
bagéo tem sido estudado por exemplo em (Yang
and Tan, 1989) (Paraskevopoulos et al., 1992)
(Darouach et al., 1996) (Chu and Mehrmann,
1999). Alguma condi¢do de posto completo so-
bre uma matriz associada a reconstrucao dos esta-
dos estimados, em geral é apresentada nesses tra-
balhos. Entretanto, mesmo quando tal condigao
é verificada, a matriz nela envolvida pode estar
mal condicionada. Esta possibilidade, que nao foi

considerada nos trabalhos citados anteriormente,
é tratada com a apresentagao de condigoes para
o projeto de um observador com otimizacao de
condicionamento numérico.

Neste trabalho considera-se o problema de
projeto de Observadores Desacoplados de Pertur-
bacdo (ODP) para sistemas descritores lineares
continuos, no sentido proposto em (Silva et al.,
2004), com um requisito adicional de condiciona-
mento numérico. Este requisito é utilizado com
o objetivo de reduzir o nimero de condicao de
uma matriz nao singular envolvida no calculo de
matrizes estruturais do observador. Isto permite
obter resultados numéricos mais exatos para as
matrizes envolvidas e melhorar o comportamento
dinamico de sinais indicadores de desempenho.

Este trabalho esta organizado como segue. Na
Se¢do 2 ¢é feita a apresentagdo do problema a ser
tratado. Na Secdo 3, apresenta-se uma proposicao
para projeto de observadores desacoplados de per-
turbacao, da forma dada em (Silva et al., 2004),
com um requisito adicional de condicionamento
numérico. Na Se¢do 4 mostra-se que, além do
desacoplamento de perturbacoes, outros requisi-
tos de desempenho podem ser considerados para
a escolha de uma solugao prévia, que serao preser-
vados com o procedimento posterior de otimizagao



do condicionamento numérico. Nas Se¢oes 5 e 6
apresentam-se um exemplo ilustrativo e as con-
clusoes, respectivamente.

2 Apresentagao do Problema

Considere um sistema descritor linear em tempo
continuo representado por:

Ei(t) =
y(t) =

paraoqualz € R" y € RP, u € R™ e w € N sao,
respectivamente, os vetores de estados, de saidas
medidas, de entradas de controle e de entradas
de perturbagdo. A matriz F € R"*" é tal que
posto(E) = q < n, que caracteriza um modelo de
sistema descritor linear, A € R™*"™, B € R"*™,
com posto(B) = m, C € RP*™, com posto(C) = p,
B, € R™*", com posto(By) = r e D,, € RP*",
com posto(D,,) =7 < p.

Dado um sistema descritor (1),(2), considere
as matrizes (T, Z, H) que verificam

Axz(t) + Bu(t) + Byw(t) (1)
Cx(t) + Dyu(t) )

TA-HTE = -ZC, o(H)ycC™ (3)

TB,+ 4D, = 0 (4)
TE

posto| M = QNLA =n (5
QC

em que L € %("—Q)X”’ Q c §R(n—q—?)><(n—q)’
Q € RP-*P g30 matrizes tais que LE = 0
Q(LBw) = 05 pOStO(Q) =n—-q—7 QDw = U
com posto(@) =p-—T7.

Defina By € R("=9*" ¢ 7 € R, por:

By = LB, (6)

T = posto(Bg) <n—gq (7)

Como extensao de um resultado dado em
(Silva et al., 2004), consideram-se os sinais auxili-
ares § € R"" 9" e § € RP~", que sdo determina-
dos a partir das matrizes Q e Q. Devido & nao-
unicidade na determinacao dessas matrizes, serd
utilizada a seguinte parametrizacao para os sinais
auxiliares y e y:

j(t) = —DQLBult) (8)
gty = DOy() (9)

em que D € Rn—a=Nx(n—q=7) ) ¢ Rp=F)x(p—7)
sao matrizes nao singulares.

As matrizes D e D fornecem graus de liber-
dade que podem ser explorados para se obter al-
gum requisito via projeto. Em particular sera
demonstrado neste trabalho sua utilizagao para
se obter melhora de condicionamento numérico
de uma matriz nao singular envolvida no célculo
de outras matrizes do observador. Isto é feito
com base na técnica denominada minimizacdo de

numero de condi¢cao por escalonamento, dada em
(Boyd et al., 1989).

O lema e a proposicao apresentados na se-
qiiéncia contém mais fundamentos para o pro-
blema a ser tratado.

Lema 2.1 Encontrada uma solugio (T,Z,H)
para a equagdo de Sylvester (3), o conjunto de
solugées que compartilham a mesma forma de Jor-
dan de H pode ser obtido pela pre-multiplicacao de
(3) por uma matriz de parametro D € R¥** ngo
singular. Isto resulta em uma equacao de Sylvester
parametrizada, a partir de (3), para a qual obtém-
se o conjunto de solugdes (DT,DZ H), onde
DH =HD.

Observe que a parametrizagao dada no Lema 2.1
também se aplica & condi¢ao adicional (4). As-
sim, o uso da matriz D, conjuntamente com as
matrizes D e D, como parametros de otimizacio
em um ODP, torna-se mais evidente na proposicao
seguinte.

Proposigao 2.1 Considere o sistema descritor

(1), (2), e que as condi¢des (3),(4), (5) sdo ve-
rificadas. Entao, para quaisquer matrizes nao

sjngularqu 6&%’”’“, D € Rn—a-mx(n—g=7) o
D e R=1x®=7) 4 observador de estados

2(t) = Hz(¢t) + TBu(t) —Zy(t) (10)
#(t) = Sz(t) +Ny(t) + Ng(t) (11)

para o qual:

H=DHD™ ! T=DT, Z=DZ (12)
TE 177l Dt o 0

[s R §]= [ QLA } [ o D' o |(13)
QC 0 0 D™t

€ tal que o erro de estimacdo e o erro de obser-
vacao, respectivamente definidos por
e(t) = z(t)—TEx(t) (14)
e(t) = &) —x(¢) (15)

sao desacoplados da perturbacdo e dados por

e(t) = He(t) (16)
e(t) = Se(t) (17)
Demonstragao:

Aplicando o Lema 2.1, com as relagdes em (12),
pode-se deduzir que:

TA-HTE = -ZC, o(H) c € (18)

TB, +ZD, = 0 (19)
Derivando (14), em relacio ao tempo, resulta
E(t) = 2(t) — TEx(t). Combinando esta equagao
com (1), (10), e posteriormente com (2), (14),
(18), apds alguns passos algébricos, encontra-se

&(t) = He(t) — (TBy + ZDy)w(t)



a qual, devido a condicao de desacoplamento de
perturbagao (19), implica em (16).

Para demonstrar (17) considera-se inicial-
mente a pré-multiplicacio de (1) por DQL,
usando as defini¢coes LE = 0, Q(LB,) = 0 e
(8), de modo que (t) = DQLAx(t). Considera-
se também a substitui¢do de (2) em (9), usando
a definicio QD,, = 0, o que resulta em §(t) =
DQCz(t). Além disso, note que a equacio do erro
(14) é equivalente a z(t) = ¢(t) + TEx(¢). Entao,
substituindo em (11) estas expressoes, deduzidas,
respectivamente, para g(t), (t) e z(t), encontra-se

e(t) + TEx(t)
#=[S N N]| DQLAx(t)
DQCx(t)
Combinando esta expressao com (13) e (15), lem-
brando que T = DT, resulta (17).
O

Portanto, tendo em vista a proposi¢ao acima,
deseja-se, a partir de uma solucao previamente en-
contrada (T, Z, H), utilizar os graus de liberdade
representados pelas matrizes D, D e D, para pro-
jetar o sistema observador (10), (11), segundo um
critério numérico, conforme proposto na seqiién-
cia.

Para especificar o problema a ser tratado
neste trabalho, consideram-se inicialmente as no-
tacoes e defini¢oes seguintes. Defina a matriz nao
singular envolvida em (13), por:

D 0 0 TE
M=|0 D 0 QLA (20)
0 0 D QC

Seja k(M) o ntimero de condigdo de M e considere
um escalar ¢ > 1.

Problema: Otimizagao do condicionamento
numérico

Considere que uma solugao inicial (T, Z, H),
para as equagoes (3),(4), (5), tenha sido previa-
mente obtida. Deseja-se obter matrizes D, D
e D tais que k(M) < o, sendo ¢ 0 menor possivel.

justifica-se  pelo
singular M =

O problema proposto
fato de a matriz nao
[ (TE) (QLA)Y (QC) ]/, envolvida em
(5) e (13), geralmente apresentar mal condi-
cionamento numérico. Visando melhorar este
condicionamento, os graus de liberdade na escolha
da matriz diag{D, D, D} podem ser usados com
base na técnica de minimizacdo de niumero de
condi¢io por escalonamento, dada em (Boyd
et al., 1989), resumida na secdo seguinte. Além
disso, o requisito de condicionamento numérico
permite encontrar valores mais exatos para as
matrizes S, N e N, obtidas a partir da inversdo
de M e pode ser usado como passo posterior a
obtencao de outros critérios de desempenho.

Neste trabalho, consideraremos que o requi-
sito de desempenho previamente estabelecido con-
siste de um posicionamento exato de pélos do ob-
servador desacoplado de perturbacgoes, o qual pode
ser obtido conforme comentario a seguir. Entre-
tanto, outros requisitos poderiam ser considerados
para a determinagao da solucao prévia (T, Z, H),
como serd discutido posteriormente

Comentario 2.1 (Silva et al., 2004) Sob
as hipoteses de que o sistema tem menos
entradas de perturbacao que saidas medi-

das, 7 < p, e € fortemente zero-detectdvel,

ue  implica osto A-AE By
q P p ¢ Do

E

n+r, VX ¢ C, X finito, e posto LA ) =n,
C

a ordem do observador ¢ determinada entre os

casos relacionados na seqiiéncia.

Caso 1 Se By # 0 e Dy, # 0, utiliza-se a estrutura

mais geral, de ordem k=q—p+7+T7.

Caso 2 Se By = 0 e D, = 0, utiliza-se uma estru-

tura de ordem minima k = q — p, na qual
Q € R—Ox("=9) ¢ Q € RP*P sio matrizes
de posto completo. Por simplicidade, pode-se
escolher Q =1I,,_4 ¢ Q = I,

Caso 3 Se By =0 e Dy, # 0, utiliza-se uma estrutura

de ordem k= q—p+ 7, na qual Q = In_q.

Caso 4 Se By # 0 e D,, = 0 utiliza-se uma estrutura

de ordem reduzida k = q — p + 7, para qual

Q=1,

A técnica de posicionamento de autoestrutura re-
sumida na equacao sequinte, pode ser usada para
resolver a equagao de Sylvester (3) sob a condigdo
(4), visando encontrar as matrizes T e Z:

(o)A g =0 o)

na qual i1 =77 € (i1 = ¢, se Im(\;) £ 0. A
matriz H correspondente, na forma de Jordan, é
H = diag{H;} onde H; = \; se \; € R, e H; =
[ “Im{n} Re{\i} se \; € C.

3 Sintese de Observador com Otimizacgao

Nesta secao, a condicao para a solucao do
problema de otimizagao do condicionamento
numérico é proposta com base no Lema 2.1,
na Proposicio 2.1, e numa caracterizacao LMI
do nimero de condicao de matrizes. Prelimi-
narmente, apresenta-se o comentario seguinte,
baseado em resultado dado em (Boyd et al., 1989).

Comentario 3.1 O ndmero de condi¢ao de uma
matriz M € %P, com a > b, denotado por (M),



€ a razdo entre o seu maior e 0 sew menor valores
singulares para M de posto completo e igual a co
caso contrdrio. Considere um escalar fixvo ¢ >
1. Ezistem matrizes simétricas e nao singulares
U € R, Ve R tais que w(UMV) < ¢
se e somente se as sequintes restricoes LMI sao
verificadas:

Y, < M'YIM < %Y, Yi1>0, Y, >0 (21)

onde Y, =Y/ =U'U, Y, =Y/=(VV')~ L

FEsta conceituacao permite determinar matrizes
U e V de modo que o numero de condi¢cao
K(UMV) < ¢ seja o menor possivel. Este ob-
jetivo pode ser atingido, através, por exemplo, do
sequinte problema de otimizagao:

® min. p?
sujeito a (21).

As condigbes propostas para obter um bom
condicionamento numérico para a matriz M,
definida em (20), s@o apresentadas a seguir.

Proposicao 3.1 Suponha que uma solugdo
(T,Z,H) e as matrizes Q, @ sdo previa-
mente determinadas. Considere a matriz

M, definida em (20), e um escalar ¢ >
Ezistem matrizes T, Z, H, S, N, N tais que
kM) < o, se existe uma matriz definida po-
sitiva diag{Q1,Q2,Q3} € R™*™  werificando
diag{Q1,Q2,Q3} = diag{D'D,D'D, D'D}, para
a qual:

TE 7' Q. 0 0 TE
I,<| QLA 0 Q 0 QLA | < %I, (22)
QCc 0 0 Qs Qc

Demonstragao:
Considerando (21), suponha que as matrizes
M e Y, sao dadas particularmente por M =
M = [(TEY QLAY QoY ). vi =
diag{Q1,Q2,Q3}; e amatriz Y, =Y, > 0, em par-
ticular pode ser fixa e igual a matriz identidade,
ou seja Y, = I,. Substituindo estas matrizes em
(21), obtém-se (22).
O

O resultado da Proposicdo 3.1 permite obter
um bom condicionamento numérico para a ma-
triz M, definida em (20). Por conseguinte, valores
mais exatos para as matrizes S, N, N, calculados
através de (13), podem ser obtidos. Para tanto,
pode-se considerar o problema de otimizagao con-
vexa seguinte:

® min. @2
sujeito a (22).

4 Discussao

Como comentado anteriormente, neste trabalho
consideramos um requisito inicial de posiciona-
mento de pdlos do observador desacoplado de per-
turbacoes para definicdo de uma solugao prévia

(T,Z,H) e, assim, posteriormente realizar a
otimizagao do condicionamento numeérico.

Deseja-se mostrar que outros critérios po-
dem também ser considerados para a escolha da
solucao prévia, os quais também sao preservados
com o procedimento posterior de otimizagao do
condicionamento numérico. Para ilustrar, con-
sidere um ruido de medigao na saida do sistema,
denotado n € N4, tal que a equacao de saida (2) é
dada por:

y(t) = Cx(t) + Dyw(t) +Gn(t) , G € RP*4 (23)

Neste caso, considerando-se o observador
desacoplado de perturbacoes, os erros de esti-
magao e de observacao sao dados pelo sistema de
erro seguinte:

m.
—~
~
~—

He(t) — ZGn(t) (24)
Se(t) + NDQGn(t) (25)

()
—~
~
~—
|

Pode-se entao verificar que a funcao de transferén-
cia da entrada de ruido para o erro de observagao,
denotada G.c(s), é dada por:

Ge(8) —S(sI —H)"'ZG + NDQG

= —S(sI—H)"'ZG+ NQG

em que S =SD e N =ND.

Verifica-se, portanto, que as propriedades
entrada-saida do sistema de erro (24), (25) sao
invariantes para a familia de observadores para-
metrizada pelas solugoes (T,Z,H), obtida partir
de uma solucao prévia (T, Z, H).

Uma andlise similar pode ser feita para o
caso em que as condigoes de desacoplamento nao
sdo verificadas, que corresponde a Q(LB,,) # 0,
QDw # 0e TB, + ZD,, # 0. Para este
caso, desconsiderando-se a presenca de ruido de
medicao, os erros de estimacao e de observacao
sao dados pelo sistema de erro com entrada de
perturbacgao seguinte:

m.
—
~+
~

|

He(t) — (TBuy + ZDy)w(t)
Se(t) + (NDQLB,, + NDQD,,)w(t)

[
—~
~
~—
|

e a fungao de transferéncia da entrada de pertur-
bagao para o erro de observacao, denotada Gy (s),
é dada por:

Gpe(s) = —S(sI —H)"*(TB, +ZD,)

+(NDQLB,, + NDQD,,)
= 75(8[7H)71(TBUJ+ZD’LU)
+(NQLBy, + NQD,,)

Conclui-se assim, que a técnica de otimizagao
posterior, do condicionamento numérico da ma-
triz M, é uma ferramenta simples e eficiente para
a sintese de observadores em sistemas descritores,
preservando nao somente o posicionamento dos
pélos do observador, mas também propriedades
entrada-saida relacionadas ao sistema de erro.



5 Exemplo

Considere as matrizes F, A, C, B,,, D,,, correspon-
dentes a um sistema descritor fortemente zero-
detectavel e regular:

100000
010000
001000

E=1000100]/
000000
000000
010 0 1 1]
110 1 -1 0
001 1 0 1

A=lo o1 -1 0 ol
000 1 1 0
000 0 0 1]
11 0 -1 00

C‘{00—1011’

D, — [ 0.7382 } .

0.1763

Note que LB,, # 0 e D,, # 0, que corresponde
ao Caso 1, Comentdrio 2.1, para o qual a ordem
do observador é k = ¢ — p+ 7+ 7 = 4. Visando
uma avaliacao comparativa, sob o ponto de vista
de condicionamento numérico, dois projetos de
ODP, com os autovalores A = {—1 + 2i, —2 + 3},
foram realizados. Para um deles, nenhum requi-
sito de condicionamento numérico foi considerado,
o que correspondeu a encontrar uma soluao prévia
para o ODP baseada no Comentdrio 2.1. Para o
outro projeto, a solugao com otimizagao numérica
baseada na Proposi¢do 3.1 foi encontrada. Para
os dois projetos respectivamente, os seguintes va-
lores de matrizes (S, N, N), (S,N,N), e de ntimero
de condigao (M), k(M), foram encontrados:

—34.4534  1.2444  39.2446 —9.3827
18.6248 —43.7104 —9.0899 87.6704

g_ | —188219 —78.7300 53.0000 160.0732
—8.2755 —9.0846 14.0028 13.6077
—6.1751 —38.8093 21.4273  80.9563
—14.4506 —47.8939 35.4301  94.5640
—0.3312  0.0505 —0.2504 0.0161
0.1791 —0.2383 —0.2868 —0.0604

o_ | —0.1809 —0.3617 0.1492  0.0938
~0.0796 —0.0339 0.0718 —0.4289
—0.0594 —0.1823 —0.0340 0.3073
—0.1389 —0.2161  0.0378 —0.1216

)

0.0000 0.0000
0.0000 0.0000
. 0.0000 - 0.0000
N=1 00000 |* M= 00000 |
~0.7071 —0.4086
0.7071 0.4086
0.0000 ] [ 0.0000
0.0000 0.0000
< | 00000 | < | 0.0000
N=1 00000 |- M= 0.0000 |-
0.5141 0.4086
0.5141 | | 0.4086

k(M) = 4441425, k(M) = 2.1104

Note que o nimero de condicao da matriz M é
muito menor que o nimero de condicao da ma-
triz M, obtida como solucao preliminar via posi-
cionamento de autoestrutura. Uma conseqiiéncia
pratica da aplicacao do procedimento de otimiza-

o
T

-40

t
A ()

40

—20}-

_aol

-60

. . . . . . . . .

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t

(b)

Figura 1: Curvas de z(t) — &(t) para: (a) o ODP
sem requisito de condicionamento numérico, (b) o
ODP com requisito de condicionamento numérico.

¢ao do condicionamento numérico sobre o ODP é
uma melhora na curva de resposta do erro [z(t) —



#(t)] como mostrado na Figura 1. Note que o com-
portamento transitério do erro [z(t) — Z(t)] é sen-
sivelmente melhorado para o ODP com otimizagao
quando comparado com o comportamento do erro
para o ODP sem otimizagdo do condicionamento
numeérico.

6 Conclusoes

Foi tratado um problema de projeto de obser-
vadores de estado para sistemas descritores, que
consiste basicamente na combinacao de uma téc-
nica de projeto de Observador Desacoplado de
Perturbacao (ODP) dada em (Silva et al., 2004)
com uma técnica de minimizacao de nimero de
condigao dada em (Boyd et al., 1989). Esta com-
binacao permitiu adicionar ao projeto de ODP
condigoes para a melhoria de um certo condiciona-
mento numérico. Esta melhoria consiste na mini-
miza¢ao do nimero de condicao de uma matriz
nao singular envolvida no calculo de matrizes es-
truturais do observador. Isto permite obter va-
lores numéricos mais exatos para essas matrizes,
além de contribuir para a melhora do comporta-
mento dindmico do erro entre os estados reais e
os estados estimados do sistema, como mostrado
no exemplo. Os resultados propostos sdo basea-
dos na defini¢ao de um conjunto solugao para uma
equagao de Sylvester generalizada, bem como na
extensao da definicao de sinais auxiliares dada
em (Silva et al., 2004). A articulacdo entre es-
sas duas idéias garantiu a inclusao de matrizes de
parametros (D, D, D), que foram utilizadas para
obter uma solucao otimizada. As condigoes para a
existéncia desta solucao podem ser implementadas
numericamente através de técnica de programagao
convexa por LMI (Linear Matrix Inequality). Por
fim, destaca-se que a técnica de otimizagdo pos-
terior, do condicionamento numérico da matriz
M, preserva nao somente o posicionamento dos
polos do observador, mas também propriedades
entrada-saida relacionadas ao sistema de erro.
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